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Unabhéngige Ereignisse

Vorwort

Die stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen kann man ganz einfach durch eine Formel

Uberprifen. Doch sollte man gerade in diesem Fall auch ein wenig Verstandnis dazu haben, damit

man den Hintergrund durchschaut und alle Aufgaben dazu I6sen kann. Entscheidend ist, dass man

beim Vorliegen eines Baumdiagramms anders vorgeht als bei einer Vierfeldertafel. Daher ist ¢s

wichtig, dass man erkennt, wann man in einer Aufgabe zum Baumdiagramm oder zur Vier'eiczrtafel

greift.

A WO N -

Inhalt

Einfihrungsbeispiel zum Verstandnis mit Baumdiagrarim.

Arbeiten mit der Vierfeldertafel

Beispiele dazu

Das Oder-Ereignis bei(un)abhangigen Ereignisten
Aufgaben zu Fehlerwahrscheinlichkeiten

Unabhangigkeit von 3 Ereignissen

10
12
16

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



32100 Unabhéngige Ereignisse 3

1 Einfuhrungsbeispiel zum Verstandnis

In Krughausen gibt es eine Toépferei. Dort arbeiten Toni, der Chef, und Franz, sein Lehrling.
Wenn sie Tonkrlge herstellen, dann wird zuerst die Form, also die Oberflache fertig gemacht, dann
kommt die Farbe drauf.

Bei Franz klappt dies noch nicht so ganz, denn er macht noch Fehler.
Der Chef Toni stellt fest, dass es mit den Kriigen so aussieht:

Wenn die Oberflache fehlerhaft ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Farbfehler auftretan,
gréfer, als bei tadelloser Oberflache, die dann eher vom Chef stammt. Franz ist eben nogh nicht
perfekt. Tonis Erfahrungen spiegeln sich in diesem Baumdiagramm wieder:

Wir sollten es interpretieren:
Die (totale) Wahrscheinlichkeit fur Oberflachenfehler O ist 0,2.

und daher ist P(6) =0,8 die Wahrscheinlichkeit fiir keinen
Oberflachenfehler.
Die Wahrscheinlichkeiten fur Farbfehler F stehen in der 2. Spalte.

Und da sehen wir gleich, dass es fur Farbfehler zweierlei Werte gib(:

Wenn ein Oberflachenfehler vorhanden ist, dann ist mit 20% Waarseheinlichkeit
auch ein Farbfehler vorhanden. Ist die Oberflache aber in Ordrieng (weil der Chef) am Werk war,

dann tritt der Farbfehler nur mit 10% Wahrscheinlichkeit auf.

Also ist das Eintreten eines Farbfehlers davon abic: gig, ob ein Oberflachenfehler vorhanden

ist oder nicht. Wir haben zwei verschiedene hadingte Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten

eines Farbfehlers:

Po(F)=0.2 Wenn ein Gberflavhenfehler vorhanden ist,

dann tritt der \=arbfehler mit der Wahrscheinlichkeit 20% auf.

Ps (F)=0,1 Wenn.k 2in_Oberflachenfehler vorhanden ist,
danin ritu der Farbfehler mit der Wahrscheinlichkeit 10% auf.

Beobachtung: Man eiizennt also, an diesen beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten,
dass,die Ereignisse Oberflachenfehler und Farbfehler voneinander
auhadngig sind.

Nun kennen wii'diese beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten fur Farbfehler.
Wir kénnerrebenauch die totale Wahrscheinlichkeit fiir F berechnen. Dazu muss man einfach die

beideli riau*¥Vahrscheinlichkeiten addieren, die zum Farbfehler gehdren:

P(F)=0,2-[0,2]+0,8-[0,1 = 0,04 +0,08 = 0,12

Nun geht die Geschichte weiter:
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Franz, der Lehrling verliert die Lust an seiner Ausbildung
und schmeif3t alles hin. Also muss der Chef Toni eine Zeit lang
alleine seine Krlge herstellen.

Wahrend dieser Zeit sieht das Baumdiagramm so aus:

Weil Toni ein Meister seines Fachs ist, hangen die selten

eintretenden Farbfehler nicht davon ab, ob die Oberflache
zweite Wahl ist oder nicht. Man erkennt dies daran, dass jetzt die beiden

bedingten Wahrscheinlichkeiten fur F gleich grof3 sind:

Po (F)=0,1 Wenn ein Oberflachenfehler vorhanden ist,

dann tritt der Farbfehler mit der Wahrscheinlichkeit"C% auf.

Ps (F)=0,1 Wenn kein Oberflachenfehler vorhanden ist,
dann tritt der Farbfehler mit der Wahrscheirlicii«eit 10% auf.

Beobachtung: Man erkennt also, an diesen beiden bedingwn “vahrscheinlichkeiten,
dass die Ereignisse Oberflachenfehler ufia:Sarbfehler voneinander
unabhangig sind.

Wie wirkt sich das auf die totale Wahrscheinlichkeit fur v aus?
Nun, man kann die Antwort ohne weitere Rechnuag geben. Da F unabhangig von O ist,
sollte die totale Wahrscheinlichkeit denselb&én Viart 0,1 haben.

Das ist auch schnell nachgerechnet:

P(F) =0,05-[0,1+0,95-[0,1] = (8,08w ©95)-[0,1] =1-0,1= 0,1

(Ich habe zur Vereinfachung 0, ., auegeklammert.

Wir halten fest: Im Falle unabhangiger Ereignisse sind die bedingten und die totale
Wahrschsizichkeit gleich grof3:
Potti<Po(F) =P(F)

Das gilt immer, wie folcendes Baumdiagramm zeigt:

Man erlicant zuerst, dass B von A unabhangig ist, weil
die beiaan bedingten Wahrscheinlichkeiten gleich sind.

Pa(B)=P%(B)
Und nan Ferechne ich die totale Wahrscheinlichkeit fiir B:

P(B)=p-q+(1-p)-q=pq+q-pg=q.

Sie ist also genauso groR wie die bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Es gibt fir die Anwendung eine weitere Beziehung, die sehr praktisch ist.
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Dazu betrachte ich den allgemeinen Baum fir unabhangige Ereignisse:

Man sollte sich daran erinnern, dass jeder Pfad eine Schnittmenge
darstellt, also zu einem Und-Ereignis gehort.

Der erste Pfad beschreibt also das Ereignis A und B.

Man schreibt: P(ANB)=P(A)-[Po(B)| (1)

bzw. P(AnB)=p-q

Jetzt kommt der entscheidende Schritt:

Weil A und B unabhéngig sind, ist Py (B) =P(B).

Setzt man das in (1) ein, erhalt man diese Gleichung:
P(AnB)=P(A)-[P(B)| (2)

Diese Gleichung kann man auch in der anderen Richtung verwenden uad $9 argumentieren:

[ Wenn P(AnB)=P(A)-P(B) gilt, dann sind A und B (stociiastisch) unabhangig. ]

Warum?  Nun Gleichung (1) gilt ja immer. Wenn (2) actiainoch gilt, dann ist ja P(B) =P, (B).

Das Wort ,stochastisch” sollte man immer verwengan)denn diese Art von Unabhangigkeit ist
ja aus einer Uberlegung der Stochastik heraus €.itcianden. Daneben gibt es andere Uberlegungen

aus Sachzwangen heraus, die vielleicht zu einer anderen Form der ,Unabhangigkeit” flihren.

Ausblick: Die Formel (2),ist besonders nutzlich, wenn statt eines
Baumdiagramms'zine Vierfeldertafel gegeben ist.
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2 Arbeiten mit der Vierfeldertafel

Wir erstellen zu den beiden Baumdiagrammen der Tdpferei Vierfeldertafeln:

Zuerst der Fall, dass Lehrling Franz sein Unwesen treibt und mehr Fehler produziert als Toni.

F F

0,8

Ol

Im Baumdiagramm stehen in der ersten Stufe zwei totale Wahrscheinlichkeitzi diese wurden
in die Vierfeldertafel Gbertragen. Die vier Felder stellen Schnittmengen, da@ahic"Wahrscheinlichkeiten

entsprechen den Wahrscheinlichkeiten der vier Pfade. Diese berechniiicriietzt und ibertrage sie in

die Vierfeldertafel: F F
P(ONF)=0,2-0,2=0,04

= o| 004 016 | 0,2
P(OmF):O,2-0,8:0,16
P(6mF):O,8-0,1:0,08

P(ONF)=08-09=0,72 ol o008 | 072 | 08

Am Ende habe ich noch die totalen Wahrscheinlichizeiten 012 0.88
fiir F und F unten angeschrieben. ’ ’
Nun wissen wir ja, dass wegen Franz dia Fehler F und O stochastisch abhangig sind.

Dies wollen wir jetzt mit der Formel I'f{A\nB)=P(A)-P(B) Uberpriifen:

P(OF)=0,04
P(0)-P(F) =0,2.0,12 = 0,024

Weil P(OA%E)#P(0O)-P(F) sind O und F stochastisch abhangig!

Nun schauen wir u.s d e Vierfeldertafel fir den Fall an, dass Toni alleine produziert:

F F

@) 0,005 0,045 | 005

0,095 | 0,855 | 0%

Ol

0,1 0,9
Hier gil.  P(0)-P(F)=0,05-0,1=0,005=P(O NF)

Also sind jetzt F und O stochastisch unabhangig.
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